QUESTION 1 (15 points)

Sur un oscillateur élémentaire, avec raideur k, masse m et coefficient d’amortissement ¢, on

applique une force périodique, ayant la formule :
f(t) = 4F,cos(wt) sin?(wt)
i) Décomposer la force f(t) selon ses harmoniques, en calculant F,, et ¥,,. .ccourvnsnsnasasens (3 pts)
ii) Calculer les harmoniques du déplacement, avec X,, et ¢,,, en fonction des parameétres du

Lo 1 ) 1) U= (5 pts)
iii) Calculer la valeur de la fréquence w pour laquelle la valeur du premier harmonique du
déplacement X, est égale ala valeur du troisiéme harmonique divisé par neuf (%).(7 pts)

Formules d’aide :

sina) sin(z) = A= B~ ot D) sin(A) cos() = oA+ )+ A~ B)

cos(A) cos(B) = cos@A+B) ; cosd — B) cos(A) sin(B) = Sin(4 + B) ; sin(4 — B)
Solution

Q)

f(t) = 4F,cos(wt) sin?(wt) = Fy(cos(wt) — cos(3wt))
Fi=F=F;Y=0¢3=m

(ii) Pour calculer maintenant les harmoniques du déplacement on utilise les formules
développées dans le cours, mais en faisant la substitution des parameétres calculés

dans la partie précedent. :

x 1 1 tan(o;) 2npB
. n(py) = —1F_
|k Ja=p T @By iR
-1 ! __6nB_
SN e ECTI: ans) = 1= op
(iii)
1 1 _ 1 1
kJ@-9p2)2+ (6np)? 9k (1 - D2+ (21p)?
1
(1= B2 + (@np)? = g7 (1= 9B%) + (616)°)
1 2p? 4 2 4 80
1—2B% 4+ B* + 4n*p? =a—%+ﬁ4+§n2ﬁ2 - B? (—2 +§+(4—§)n2> = -5
g2 = 80 1 I
-~ 81(16 32 .\ 9(1-2n?
(§-gm) 472
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QUESTION 2 (10 points)

Le systéme dans la Figure 2.1.a recoit des vibrations externes a deux fréquences : ‘ngt,l = 0.9w% et
wgm = 1.1w3, ol w, est la pulsation propre du systéme original. On veut limiter I'amplitude de
vibration du systeme avec un amortisseur de Frahm en version conservative (Figure 2.1.b) avec les
conditions suivantes : la pulsation propre de l'oscillateur secondaire est la méme que celle de
'oscillateur principal, I'amplitude du systeme final est 40 fois plus petite que 'amplitude du systeme
original (Figure 2.1.a). Calculer :

i) Le rapport entre les masses m,/m,.
ii) L’amplitude de la masse secondaire par rapport a 'amplitude du systéme original.
(a) (b) @2
ko my
kO my
Figure 2.1 | Schémas pour les 2 systémes.
‘ Solution
(1)
Pulsation propre de chaque résonateur sont égales : a = 1.
Xiorig = 1_—,32)(1,5
P G VI
1,Frahm (Eﬁz _ (ﬁz _ 1)2) 1,s
Xl,Frahm — (.82 - 1)2 _ 1 < i
Xl,orig 3[))2 - (ﬁz - 1)2 Sﬁz -1 ~ 40
B -17?
, 0.9 0.4
Pour =09 - 41 < 0.1)2 €= 09 > 0.455
Pour f2 =115 41 <~ 5 e > 2 5 0372
=11- — — )
our f 02T 11T
(i)
X3~ a-p% 1

X2y €B7—(BZ—-1)2 4
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QUESTION 3 (20 points)

Dans le systéeme sans gravité de la Figure 3.1 on a une barre de masse m et rigidité infinie, et
deux masses ponctuelles 2m et m. Les structures sont reliées par des ressorts de rigidité k et
2k. Sil'on considere les coordonnées dessinées dans la Figure 3.1 :

i) Calculer les positions d’équilibre x; o, x5, €t X3¢ Si F1(t) = F{uvmvnmsssmssssssssssssssssssnnns (3 pts)

ii) Ecrire les équations de mouvement du SYSTEIME .....c.ceuesueesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess (7 pts)

iii) Calculer la matrice de rigidité, de masse, et d’'amortissement.........cummsmsmsmsmssssssesens (3 pts)

iv) Calculer le vecteur de « force » ou d’excitation sur les coordonnées du systeme ......(5 pts)

v) Est-ce que le systeme satisfait la condition de Caughey ?.........ccconnnninmssnnsnssssssssssssscsnans (2 pts)
£y Z

L2 »L L2

Figure 3.1 | Schéma du systéme.

Solution

()

.. X1
2mx, =k (? — xz) + 2k(x3 — x3)
mX3 == Fl - Zk(x3 - xz)
En statique :

Fy Fy Fy
O=?—kx1+?—>x1 =3TF
X1 1
F=—k(3-xn)-n=3p
F, = 2k( ) >h
= — s =
1 X3 — X3 X3 4k
(ii)
m_ 5 k F;
Fhtga-gn=7

k
2mx, — Exl + 3kxy — 2kx3 =0
m.X3 - kaZ + Zk.X3 = F1
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(iii)

0
\ ; C = 0 car conservatif
3k -2k

-2k 2k

(iv)

(v) Systeme conservatif est toujours Caughey.
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QUESTION 4 (25 points)

Le systeme de la Figure 4.1.a se compose d'une barre sans masse de rigidité en flexion EI et longueur L,
et deux balles avec masses m,.

i) Calculer la matrice de flexibilité et la matrice des masses du systéme.........coeeresrsrnsene (5 pts)
ii) Combien des modes propres posséde Ce SYStEME ?.......ccvermrmsmsmsmmsmsmsesmssssssssssssmssssssssssssasnss (2 pts)
iii) Calculer la matrice de rigidité du SYySteme........ccecnmmmsmsmsmsmmmsssmssmsssmss s ——— (3 pts)
iv) Déterminer les pulSations ProPres.... . (5 pts)
V) Déterminer les VECLEUI'S PrOPTIES. .msmsminimsmsmsssssssmssssmsssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssssasassssaes (5 pts)
vi) Sile systéme perd sa symétrie et la distribution des masses se trouve comme sur la Figure
4.1.b, calculer (approx) les nouvelles pulsations propres du systeme.........coouusessusesns (5 pts)
(a) (b)
L/4 L/2 L/4 L/4 L/2 L/4

A e A ) S T

m() 1. 1m0

Figure 4.1 | Schéma des systémes.

’ Solution

1
() q = (a11 a12)
a1z Az
_ w(demy) L _ _w(demp)  I? _
M1 Flsurmy) ~ 64EI" M2 T F(surmy)  192E1° %2

L3
%= 192E1 G é)

M=m0((1) (1))

2 = (11 par symmetrie

(i) 2 modes propres

(iii)

(iv)  Matrice noyeau :
A=mik=2 (3 hoa (3 Th
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Valeurs propres :
B o 3—4 =4 _ N2 a2 _
det(A — AI) = 0 =det (( Ay 3y — /1)) =Bl —AD*—A5=0

3/10 —A= i}{o - /11 = 210,12 = 410

, A48EI , 96EI

w? = w3 =
YU Bmy’ % I3myg

(v) Vecteurs propres :
A-v =47

00 D@ =200() 30 -b=20-a=b 5= (]

AO(_31 _31)(2)=4/10(Z)—>3a—b=4a—>a=—b—>v_2)=(_11)

(vi)  Méthode de Rayleigh :

P O Gl G ey [ ) IR ) B S
o Ta ol g0)() a gy P
owwwm oo )C)  a -o(f) s
omE T oG ) () a (G P
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QUESTION 5 (30 points)

Le systeme de la Figure 5.1 se compose de 3 masses et 6 ressorts.

i) Combien de degrés de liberté trouve-t-on dans le SySteme ?.......coummmsmsmssssmsmsssssssssssesens (2 pts)
ii) Calculer la matrice de rigidité et la matrice des masses du SySt€me ........cccuusessessssssesens (5 pts)
iii) Déterminer les pulSations ProPres... . —————— (5 pts)
iv) Déterminer 1S VECTEUI'S PIrOPIES. ....msmmsmsmsmmsmsesssssssssssssssssssssssssssssasmssssssssssssssasassssssssssssasasnss (5 pts)
v) Sil’'on tape avec un marteau sur la masse centrale avec une force F(t) = Fy,6(t), calculer

l1a force effective sur chaque mode normal de vibration ..., (3 pts)
vi) Calculer le mouvement de chaque mode normal par rapport au temps........cousmsesesnins (6 pts)
vii) Calculer le mouvement du systéme en coordonnées réelles (physiques).......cccocorsraneae (4 pts)

3k0 2m0 kO 4‘m0 ko 2m0 3k0

B VAVAVAVAV VAYAVA'AY

2k, kq

Figure 5.1 | Schéma du systéme, avec les 3 masses et les 6 ressorts.

Solution
(i) 3 DDL
(ii)

4‘k0 _ko 0 Zmo O 0

0 _ko 4‘k0

(iii)  Matrice noyeau :

2 0 0N/4 -1 0 8 -2 0
-1 kO kO
A=MTK=2>(0 1 0J({-1 5 -1]=_>(-1 5 -1
Moo 0 2/\0 -1 4 Mo\pg —2 8
208—1  —A 0
det(4 — AI) = 0 = det <—2/10 540 — A —zao> = (81 — )2(54g — A) — 42%(815 — 1)
0 Ao 8lg—A

134, + V169 — 1444,
2

(8o — )51y — A) — 442 = 3602 — 134pA + 22 =0 > A =

1
1=5(13+ V25)29 = 94,

-

A= %(13 —V25)1, = 44,

k k ko 19
w? =02 =2—2; w2 =—0<—)
my my mgy \4
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(iv)  Vecteurs propres :

1
—a+5b—c=8b 0

a a 1
<b>=ﬁ<b>—>8a_2b=4a v, =12
c o\c —2b + 8¢ = 4c 1

a
:ﬁZ(b)—) 8a —2b = 8a —>v_2’:<
c

Matrice B :

8
a 8 -2 0 a a 1
k ko 9 - =
A(b) =4—°<—1 5 —1) <b> =—°Z<b> - 8§b zg _9;1 -3 = (—0.5)
C mo 0 _2 8 C 0 C - + C —_ C 1

(v) Force modale

0
f = (F05(0)> = fmodes = BTf
0

-1

Il
~
=
|
S OoON
Ul
[ [
N~

0 2

0 —0.5
(vi) Mouvement modale :

Matrice de masses :

1 2 1\/2my O 0 \,1 1 1 20 0 0
M°=BTMB=<1 0 —1> 0 4m0 0 (2 0 —0.5>=m0<0 4 0)

1 -05 1 0 0 2my/\1 -1 1 0 0 5
Mode 1:
1 t 2F F,
_ 0 _ . — 0 . — 0 .
q.(t) = m?wol (fo fit—1) sm(a)olr) dr) m—gw(h sm(a)olt) —10m0w0 sin(wyt)
Mode 2 :
q:(t) =0
Mode 3:
1 ¢ F, F, 3
qs;(t) = mga)03 <f0 fFt—1) sm(wogr) dr) Tomoao, 51n(w03t) T5mywg sin <2 a)ot)

(vii) Mouvementreel :

2 3
sin(wgt) — §sin (E wot)

f—znﬁ(t)— fo 1o Lin (2
=2 q;(t) = 10m0w0| sm(a)ot)+§sm (Ea)ot) |

: 2 /3
sin(wgt) — 3 Sin (z wot)
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